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2.2.3 Annexe :
Espaces LP et `p

Beaucoup d’exemples d’espaces de Banach proviennent de la théorie de la me-
sure. L’une des familles les plus importantes en analyse est la suivante. Nous ren-
voyons au cours d’intégration pour les notions nécessaires de théorie de la mesure
et d’intégration.
Soient (X, S, µ) un espace mesuré et p 2 [1, +•]. On note q, et on l’appelle expo-

sant conjugué de p, l’élément de [1, +•] tel que
1
p

+
1
q

= 1.

Notons que si p = 1, alors q = +• et si p = +•, alors q = 1.
Si p < +•, notons Lp(X, S, µ) (ou Lp(X) si (S, µ) est sous-entendu) l’espace

des classes d’équivalences d’application f de X dans K, mesurables pour S, telles
que | f |p soit intégrable, modulo la relation d’équivalence f ⇠ g si µ({x 2 X :
f (x) 6= g(x)}) = 0). On pose alors, pour tout f dans Lp(X, S, µ),

|| f ||p = (
Z

x2X
| f (x)|pdµ(x))1/p

Si p = +•, notons L•(X, S, µ) (ou L•(X) si (S, µ) est sous-entendu) l’espace des
classes d’équivalences d’application f de X dans K, mesurables pour S , essentiel-
lement bornée (i.e. s’il existe M � 0 tel que µ({x 2 X : | f (x)| > M}) = 0), modulo
la relation d’équivalence f ⇠ g si µ({x 2 X : f (x) 6= g(x)}) = 0). On pose alors,
pour tout f dans L•(X, S, µ),

|| f ||• = inf{M � 0 : µ({x 2 X : | f (x)| > M}) = 0}.

Notons T : Lq(X) ! (Lp(X))0 application définie par

f 7!
ß

g 7!
Z

x2X
f (x)g(x)dµ(x)

™

où (Lp(X))0 = L (Lp(X), K) est le dual de Lp.

2.2.102 THÉORÈME
Soient (X, S, µ) un espace mesuré et p 2 [1, +•].

1) Alors Lp(X) est un espace de Banach pour la norme || · ||p.

2) Si p < +•, en supposant que µ soit s-finie i.e. X =
[

n2N

Xn et µ(Xn) < +•,

alors T : Lq(X) ! (Lp(X))0 est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie
entre la norme || · ||q et la norme duale de la norme || · ||p.

3) L’application T : L1(X) ! (L•(X))0 est une application linéaire isométrique,
en général non surjective.
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4) Si p < +•, si µ est s-finie, si la s-algèbre est engendrée par une partie dénom-
brable, alors Lp(X) est séparable.

Dans la suite, pour tout p 2 [1, +• [, on identifiera (Lp(X))0 avec Lq(X) par
l’isométrie linéaire T�1, où q est l’exposant conjugué de p, et en particulier

Ä
L1(X)

ä0

avec L•(X).

2.2.103 EXEMPLE. En prenant X un ensemble non vide, S = P(X), µ la mesure de comp-
tage sur X (définie par µ(A) = |A|, le cardinal de A pour tout A ⇢ X), et p 2
[1, +•], l’espace Lp(X, S, µ) est noté `p(X, K)(ou `p(K) si X = N).
Si p < +•, c’est l’espace vectoriel des familles indexées par X à valeurs dans K,
de puissance p-ième sommable, muni de la norme

||(xi)i2X||p = (
X

i2X
|xi|p)1/p,

qui est donc un espace de Banach.

2.2.104 EXEMPLE. Pour tout d 2 N � {0} et tout p 2 [1, +•[, en prenant pour X un
ouvert W de Rd et pour µ la restriction à W de la mesure de Lebesgue, l’espace
vectoriel Lp(W, K) (ou Lp(W) si K est sous-entendu) des applications à valeurs
dans K de puissance p-ième intégrable (modulo les applications nulles presque
partout), muni de la norme

|| f ||p = (
Z

x2W
| f (x)|pdx)1/p,

est un espace de Banach. Comme la mesure de Lebesgue sur tout ouvert de Rd

est s-finie, pour tout p dans [1, +•[, le dual topologique de Lp(W) est Lq(W) pour
q l’exposant conjugué de p (et en particulier, le dual topologique de L1(W) est
L•(W). Si p < +•, alors l’espace de Banach Lp(W) est séparable. Mais si W est
non vide, alors L•(W) n’est pas séparable.

2.2.105 THÉORÈME
Soient p 2 [1, +•[ W ouvert de Rd. L’espace vectoriel Cc(W, K), des applications
continues à support compact dans W, est dense dans Lp(W) pour la norme || · ||p,
et que Cc(W, K) est séparable pour la norme uniforme.

Soient X un espace topologique localement compact non vide et K = R ou
C. Une application continue f : X ! K s’annule à l’infini si pour tout e > 0,
{x 2 X | | f (x)| � e} est compact. Une application continue nulle à l’infini est en
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particulier bornée. Notons que si X est compact, alors toute application continue
s’annule à l’infini.

On note C0(X, K) l’espace vectoriel sur K des applications continues de X dans
K qui s’annulent à l’infini, que l’on munit de la norme uniforme. En particulier, si
X est compact, alors C0(X, K) = C (X, K) muni de la norme uniforme.

2.2.106 PROPOSITION
L’espace vectoriel normé C0(X, K) est un espace de Banach, et le sous-espace
Cc(X, K) applications continues à support compact est dense dans C0(X, K).

Démonstration: Comme l’espace vectoriel BC (X, K) des applications continues
bornées est complet pour la norme uniforme et puisqu’un sous-espace vectoriel
fermé d’un espace de Banach est un espace de Banach pour la norme induite, il
suffit de montrer que C0(X, K) est fermé dans BC (X, K) pour obtenir la pre-
mière assertion.

Soit ( fn)n2N une suite dans C0(X, K) convergeant uniformément vers f 2
BC (X, K). Pour tout e > 0, soit n 2 N tel que sup

x2X
| f (x) � fn(x)| <

e

2
et soit K un

compact de X tel que, pour tout x 62 K, on ait | fn(x)| <
e

2
. Alors pour tout x 62 K,

| f (x)|  | f (x) � fn(x)| + | fn(x)| <
e

2
+

e

2
= e.

Le premier résultat s’en déduit. Montrons que Cc(X, K) est dense dans C0(X, K).
Soient f 2 C0(X, K) et e > 0. Soit K un compact de X tel que, pour tout x 62 K,
on ait | f (x)| < e. Puisque X est localement compact, soit K0 un voisinage compact
de K et V un voisinage ouvert de K contenu dans K0. D’après le lemme d’Urysohn,
Il existe une application continue f : K0 ! [0, 1] telle que f(x) = 0 pour tout x
dans le fermé K0 � V et f(x0) = 1 pour tout x0 dans le fermé K disjoint de K0 � V.
En prolongeant f par 0 en dehors de K0, on obtient un élément f 2 Cc(X, K) à
valeurs dans [0, 1] valant 1 sur K. Posons g = f f , qui est dans Cc(X, K). Pour tout
x dans X, on a| f (x) � g(x)| = 0 si x 2 K et sinon

| f (x) � g(x)|  |1 � f(x)|| f (x)|  | f (x)| < e.

Donc || f � g||• < e, et le résultat en découle. ⌅

Soit MK(X) l’ensemble des mesures boréliennes, régulières et réelles si K = R (ou
complexe si K = C), muni de la norme ||µ|| = |µ|(X).

Le théorème suivant est une conséquence du théorème de représentation de
Riesz.
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2.2.108 THÉORÈME
L’espace vectoriel normé MK(X) est un espace de Banach, et l’application de MK(X)
dans C0(X, K)0 définie par

µ 7! { f 7! µ( f ) =
Z

x2X
f (x)dµ(x)}

est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de la masse totale sur MK(X) et
la norme duale sur C0(X, K)0.

En particulier, si X est compact, alors le dual topologique de C (X, R) ou C (X, C)
(muni de la norme uniforme) est l’espace des mesures réelles MR(X) ou com-
plexes MC(X) sur X.

Le théorème de Banach-Alaoglu

La topologie faible-⇤ étant moins fine, elle contient moins d’ouverts, il est donc
plus facile d’y établir la compacité ( il y a moins de recouvrements ouverts). On a
en effet la compacité de la boule unité fermée pour cette topologie :

2.2.109 THÉORÈME (THÉORÈME DE BANACH-ALAOGLU)
Soit E un espace normé. Toute partie fortement bornée de E0 est relativement com-
pacte pour la topologie faible-⇤ s(E0, E).

Démonstration: Soit K = C ( le cas réel se traite de la même manière). Soient B une
partie bornée de E0, M = sup

f 2B
k f k et BM = { f 2 E0 | k f k  M}. Pour x 2 E,

on pose Dx = {z 2 C | |z|  Mkxk}. Alors X =
Y

x2E
Dx, muni de la topologie

produit, est compact par le théorème de Tychonov. Soit i : BM ! X l’application
définie par f 7! ( f (x))x2E. Alors i est un homéomophisme sur son image. En effet,
i est continue car la composée de i avec chaque projection sur les facteurs de X est
continue, en effet c’est l’application f 7! f (x) qui est continue pour la topologie
faible-*. i est injective, car ( f (x))x2X, car ( f (x))x2E = (g(x))x2E si et seulement
si f = g. Enfin, i est une application ouverte, car pour f0 2 E0 et # > 0, on a
i(W

#,x1,...,xk) = {( f (x))x2E | | f (xi) � f0(xi)| < # i 2 {1, . . . , k}}, qui est un pavé
ouvert pour la topologie produit sur X. Ainsi i : BM ! i(BM) est un homémor-
phisme. Pour montrer que BM est compact il suffit de montrer que i(BM) est un
fermé de X. Comme BM est l’ensemble des formes linéaires de norme  M, i(BM)
est alors l’ensemble des ( f (x))x2E dans X tels que : f (x + x0) = f (x) + f (x0) et
f (lx) = l f (x) pour tout x, x0 2 E et l 2 C. Soit ( f (x))x2E 2 i(BM). Alors, par dé-
finition de la topologie produit, pour tout y, z 2 E et # > 0 W

#,y,z( f ) = {(g(x))x2E :
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| f (y) � g(y)| < #, | f (z) � g(z)| < #, | f (y + z) � g(y + z)| < #} \ i(BM) 6= ∆. Soit
h 2 BM telle que i(h) 2 W

#,y,z( f ). Alors, | f (y) � g(y)| < #, | f (z) � g(z)| < #

et | f (y + z) � g(y + z)| < #. Comme h est linéare h(y + z) � h(y) � h(z) = 0
d’où | f (y + z) � f (y) � f (z)| < #. Comme ceci est vrai pour tout # > 0, on aura
f (x + y) = f (x) + f (y) pour tout y, z 2 E. On montre de même que pour tout
l 2 C et y 2 E, f (ly) = l f (y) d’où ( f (x))x2E 2 i(BM). Ainsi i(BM) = i(BM) et
par suite (B) est compacte. ⌅

2.2.111 COROLLAIRE
Si E est un evn reflexif, alors la boule unité fermée de E est compacte pour la
topologie faible.

2.2.112 EXEMPLE. Pour 1 < p < +•, la boule unité de Lp(W, µ) est faiblement compacte.
La boule unité de tout espace de Hilbert est faiblement compacte

L’inégalité de Young

2.2.113 THÉORÈME (L’INÉGALITÉ DE YOUNG)
Soit p, q et r 2 [1, +•] tels que, 1

p + 1
q = 1 + 1

r .
Alors pour f et g fonctions mesurables de Rn ! C on a :

k f ⇤ gkr  k f kpkgkq

En particulier, si f 2 Lp(Rn) et g 2 Lq(Rn) , alors f ⇤ g 2 Lr(Rn).

Démonstration: On a | f ⇤ g(x)|  | f | ⇤ |g|(x) =
Z

Rn
| f (x � y)||g(y)| dy

=
Z

Rn
(| f (x � y)|p|g(y)|q)

1
r | f (x � y)|p( 1

p � 1
r )|g(y)||q(

1
q � 1

r ) dy

Comme 1 = ( 1
p � 1

r ) + (1
q � 1

r ) + 1
r , l’inégalité de Hölder nous donne :

| f ⇤ g(x)|  k (| f |p(x � .)|g|q)
1
r kr.k| f |p( 1

p � 1
r )(x � .)k pr

r�p
.k|g|q(

1
q � 1

r )k qr
r�q

d’où
| f ⇤ g(x)|  (| f |p ⇤ |g|q(x))

1
r k f k

p( 1
p � 1

r )
p kgk

q( 1
q � 1

r )
q .

Alors
Z

Rn
| f ⇤ g(x)|r dx 

ÅZ

Rn
| f |p ⇤ |g|q(x) dx

ã
k f kr�p

p kgkr�q
q

 (k| f |pk1k|g|qk1) k f kr�p
p kgkr�q

q =
Ä
k f kp

pkgkq
ä
k f kr�p

p kgkr�q
q

finalement, k f ⇤ gkr  k f kpkgkq ⌅


