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2.2.3 Annexe:
Espaces L et (7

Beaucoup d’exemples d’espaces de Banach proviennent de la théorie de la me-
sure. L'une des familles les plus importantes en analyse est la suivante. Nous ren-
voyons au cours d’intégration pour les notions nécessaires de théorie de la mesure
et d’intégration.

Soient (X, X, #) un espace mesuré et p € [1, +o0]. On note g, et on 1'appelle expo-

sant conjugué de p, I'élément de [1, +oo] tel que — + = = 1.

Notons que si p =1, alors g = +oo et si p = +o0, alors g = 1.

Si p < 400, notons LP(X,Z, i) (ou LP(X) si (£, p) est sous-entendu) 1'espace
des classes d’équivalences d’application f de X dans KK, mesurables pour %, telles
que |f|? soit intégrable, modulo la relation d’équivalence f ~ ¢ si pu({x € X :
f(x) # g(x)}) = 0). On pose alors, pour tout f dans L (X, %, u),

flly = ([ _ 1) ()

Si p = +oc0, notons L®(X, X, i) (ou L®(X) si (X, u) est sous-entendu) 1’espace des
classes d’équivalences d’application f de X dans K, mesurables pour X, essentiel-
lement bornée (i.e. s'il existe M > 0 tel que u({x € X : |f(x)| > M}) = 0), modulo
la relation d’équivalence f ~ gsiu({x € X : f(x) # g(x)}) = 0). On pose alors,
pour tout f dans L®(X, %, ),
[fllo = inf{M >0 p({x € X : |f(x)| > M}) = O}.
Notons T : L7(X) — (LP(X))’ application définie par

frodem [ Fogxan()]

ou (L7 (X)) = Z(L*(X),K) est le dual de L.

THEOREME
Soient (X, ¥, p) un espace mesuré et p € [1, +oo].
1) Alors LP(X) est un espace de Banach pour la norme || - ||,.
2) Si p < 400, en supposant que y soit o-finie i.e. X = | J X, et u(X,) < +oo,
nelN
alors T : L7(X) — (LP(X))’ est un isomorphisme linéaire qui est une isométrie
entre la norme || - ||; et la norme duale de la norme || - [|,.

3) L'application T : L1(X) — (L*(X))’ est une application linéaire isométrique,
en général non surjective.
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4) Sip < 409, si p est o-finie, si la c-algebre est engendrée par une partie dénom-
brable, alors L?(X) est séparable.

Dans la suite, pour tout p € [1,+co [, on identifiera (LP(X))’ avec L1(X) par
I'isométrie linéaire T~ ot1 g est'exposant conjugué de p, et en particulier (L (X ))/

avec L®(X).

EXEMPLE. En prenant X un ensemble non vide, £ = (X)), u la mesure de comp-
tage sur X (définie par u(A) = |A]|, le cardinal de A pour tout A C X), et p €
[1, +00], I'espace LP (X, %, u) est noté ¢P(X, K)(ou ¢F(K) si X = IN).

Sip < +oo, c’est I'espace vectoriel des familles indexées par X a valeurs dans K,
de puissance p-ieme sommable, muni de la norme

(xi)iexlp = (3 |xilP)MP,

ieX
qui est donc un espace de Banach.

EXEMPLE. Pour tout d € IN — {0} et tout p € [1,+0c0], en prenant pour X un
ouvert Q) de R¥ et pour y la restriction a Q) de la mesure de Lebesgue, 1'espace
vectoriel L7 (Q), K) (ou LP(Q) si K est sous-entendu) des applications a valeurs
dans K de puissance p-ieme intégrable (modulo les applications nulles presque
partout), muni de la norme

11l = (] 1) Pax) 7,

est un espace de Banach. Comme la mesure de Lebesgue sur tout ouvert de R?
est o-finie, pour tout p dans [1, 400, le dual topologique de L7 () est L7(Q)) pour
g exposant conjugué de p (et en particulier, le dual topologique de L'(Q) est
L®(Q). Si p < oo, alors 1’'espace de Banach L7 ((Q)) est séparable. Mais si () est
non vide, alors L*(Q)) n’est pas séparable.

THEOREME
Soient p € [1,+oo] Q) ouvert de R?. L'espace vectoriel %.(Q, K), des applications
continues a support compact dans (), est dense dans L”(Q2) pour la norme || - ||,

et que %:(Q), K) est séparable pour la norme uniforme.

Soient X un espace topologique localement compact non vide et K = R ou
C. Une application continue f : X — K s’annule a l'infini si pour tout e > 0,
{x € X||f(x)| > €} est compact. Une application continue nulle a I'infini est en
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particulier bornée. Notons que si X est compact, alors toute application continue
s’annule a I'infini.

On note %y (X, K) l'espace vectoriel sur K des applications continues de X dans
K qui s’annulent a I'infini, que I’on munit de la norme uniforme. En particulier, si
X est compact, alors %p(X, K) = ¢ (X, K) muni de la norme uniforme.

PROPOSITION
L'espace vectoriel normé (X, K) est un espace de Banach, et le sous-espace
%.(X, K) applications continues a support compact est dense dans %y (X, K).

Démonstration: Comme 1’espace vectoriel 8% (X, K) des applications continues
bornées est complet pour la norme uniforme et puisqu'un sous-espace vectoriel
fermé d'un espace de Banach est un espace de Banach pour la norme induite, il
suffit de montrer que %y(X, K) est fermé dans A€ (X, K) pour obtenir la pre-
miere assertion.

Soit (fu)nen une suite dans %p(X, K) convergeant uniformément vers f €

#€ (X, K). Pour toute > 0, soitn € N tel que sup |f(x) — fu(x)| < g et soit K un
xeX

compact de X tel que, pour tout x € K, on ait |f,,(x)| < g Alors pour tout x € K,

FOI<1F@) = fal) +Ifalx) < 545 =€

Le premier résultat s’en déduit. Montrons que %, (X, K) est dense dans %j(X, K).
Soient f € %(X, K) et € > 0. Soit K un compact de X tel que, pour tout x ¢ K,
on ait |f(x)| < €. Puisque X est localement compact, soit K’ un voisinage compact
de K et V un voisinage ouvert de K contenu dans K’. D’apres le lemme d’Urysohn,
Il existe une application continue ¢ : K’ — [0,1] telle que ¢(x) = 0 pour tout x
dans le fermé K’ — V et ¢(x’) = 1 pour tout x’ dans le fermé K disjoint de K’ — V.
En prolongeant ¢ par 0 en dehors de K’, on obtient un élément ¢ € %:(X, K) a
valeurs dans [0, 1] valant 1 sur K. Posons ¢ = ¢ f, qui est dans %;(X, K). Pour tout
x dans X, on a|f(x) — g(x)| = 0six € Ketsinon

[f(x) =g(¥)| < 1 =p()|[f(x)] < [f(x)] <e.

Donc ||f — ¢l|e < €, et le résultat en découle. N

Soit ./ (X) I'ensemble des mesures boréliennes, réguliéres et réelles si K = R (ou
complexe si K = C), muni de la norme ||u|| = |u|(X).

Le théoreme suivant est une conséquence du théoréme de représentation de
Riesz.
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THEOREME

L'espace vectoriel normé .Z (X) est un espace de Banach, et I'application de .4k (X)
dans 6y(X, K)' définie par

p {f =) = [ fodnx)

est un isomorphisme linéaire isométrique pour la norme de la masse totale sur ./ (X) et
la norme duale sur (X, K)'.

En particulier, si X est compact, alors le dual topologique de €' (X, R) ou % (X, C)
(muni de la norme uniforme) est I'espace des mesures réelles .ZR(X) ou com-
plexes ¢ (X) sur X.

Le théoreme de Banach-Alaoglu

La topologie faible-* étant moins fine, elle contient moins d’ouverts, il est donc
plus facile d’y établir la compacité ( il y a moins de recouvrements ouverts). On a
en effet la compacité de la boule unité fermée pour cette topologie :

THEOREME (THEOREME DE BANACH-ALAOGLU)
Soit E un espace normé. Toute partie fortement bornée de E’ est relativement com-
pacte pour la topologie faible-x o(E’, E).

Démonstration: Soit K = C ( le cas réel se traite de la méme maniere). Soient B une
partie bornée de E/, M = sup||f|| et By = {f € E'|||f]] < M}. Pour x € E,
feB

on pose Dy = {z € C||z| < M|x|}. Alors X = ][ Dy, muni de la topologie
x€E
produit, est compact par le théoréeme de Tychonov. Soit i : Byy — X 'application

définie par f — (f(x))xeg. Alors i est un homéomophisme sur son image. En effet,
i est continue car la composée de i avec chaque projection sur les facteurs de X est
continue, en effet c’est 'application f — f(x) qui est continue pour la topologie
faible-*. i est injective, car (f(x))xex, car (f(x))xee = (g(x))xeE si et seulement
si f = g. Enfin, i est une application ouverte, car pour fy € E' ete > 0, on a
i(Weeyoq) = {(F(x))acr | [f(xi) — folx)| < 7 € {1,...,k}}, qui est un pave
ouvert pour la topologie produit sur X. Ainsi i : Byy — i(Bys) est un homémor-
phisme. Pour montrer que By est compact il suffit de montrer que i(Bys) est un
fermé de X. Comme By, est I’ensemble des formes linéaires de norme < M, i(By)
est alors I'ensemble des (f(x))yecr dans X tels que : f(x + ') = f(x) + f(x') et
f(Ax) = Af(x) pour tout x,x" € Eet A € C. Soit (f(x))xer € i(Bym). Alors, par dé-
finition de la topologie produit, pour touty,z € Eete > 0 Wy .(f) = {(g(x))xeE :
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() — sl <& f(z) — g(2)| <&, [f(y+2) — gy +2)| < e} Ni(Bu) # . Soit
h € By telle que i(h) € Wey.(f). Alors, [f(y) —g(v)| < & |f(z) —g(z)] < e
et [f(y+2z)—g(y+z)| < e Comme h est linéare h(y +z) — h(y) — h(z) =

d'ou |f(y+z) — f(y) — f(z)| < e. Comme ceci est vrai pour tout ¢ > 0, on aura
f(x+y) = f(x)+ f(y) pour tout y,z € E. On montre de méme que pour tout
A€Cety€E, f(Ay) = Af(y) doti (f(x))xce € i(Bm). Ainsi i(By) = i(By) et
par suite (B) est compacte. ™

COROLLAIRE
Si E est un evn reflexif, alors la boule unité fermée de E est compacte pour la
topologie faible.

EXEMPLE. Pour1 < p < 400, la boule unité de L?(Q), ) est faiblement compacte.
La boule unité de tout espace de Hilbert est faiblement compacte

L'inégalité de Young

THEOREME (L'INEGALITE DE YOUNG)
Soit p, g etr € [1, +o0] tels que, % + % =141
Alors pour f et ¢ fonctions mesurables de R” — Cona:

£ gllr < (I £1lplIgllg
En particulier, si f € LP(R") et g € L(R") , alors f x g € L"(R").

Démonstration: Ona |f + g(x)| < [f] *[g|(x) = / fGe=y)llgv)| dy
= Jgre (If (x _y)|p’g(y)’q)% |f(x —y)\p(%_%)‘g(y)uq(%—

Comme 1 = (

~ =

)dy

% L+ (f 1)+ 1, I'inégalité de Holder nous donne :

£ 8 < (AP =gl [l

_ 1y (11
;

J(x— Mz 11817 o
q

m\»—‘

d’ou
-1

1o pG=),
|fxg()| < (IFIP = [gl7(x))7 | fllp g llg
Alors

Jo 1 xg@rdz < ([ 1F17 Igl ax) 1415 lglly
< (AP 1A gls = (LANB IR ) £ gl

finalement, ||+ gl < || fllpllgllq -



